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Jag hdvdar att jag har 16sningar som tar foljande podng pa uppgifterna:
e 10p pa Problem 1.
e 10p pa Problem 2.
e 10p pa Problem 3, fast med en alternativ 16sning fér 7p.

e 10p pa Problem 4.

1 Sweep

Problem 1. Det finns ett rutnét av storleken N x N dar K rutor ar blockerade.
Du far ocksa koordinaterna for de K rutor som ar blockerade. Du ska rdkna
det totala antalet rektanglar man kan skapa som innehaller det Gvre vénstra
hornet.

I alla deluppgiften giller det att N < 10'8.
Deluppgift 1.1 (2 poing). N? + Klog K < 10°.
Deluppgift 1.2 (3 poing). N + Klog K < 10°.
Deluppgift 1.3 (5 poing). K log K < 10°.

Lésning Problem 1. Foljande 16sning l6ser problemet pa O(K log K). Borja
med att sortera koordinaterna av de K blockerade rutorna i 6kande ordning i x i
forsta hand, och 6kande ordning i y i andra hand. Detta gar pa tid O(K log K).

I denna l6sning kommer den 6vre vanstra cellen av rutnétet att ha koordinat
(1,1), att z-koordinaterna okar hogerat, och att y-koordinaterna okar nedat.

Fixera bredden w av rektangeln och lat H, vara den hogsta hdjden rek-
tanglar med den bredden kan ha (och innehalla den 6vre vénstra cellen). Notera
H, = min(N7 minlgisl(w){yi}), dér I(w) &r index av den sista blockerade ru-
tan i sorterad ordning som har z-koordinat < w. Det finns da H, sadana
rektanglar.



Notera att det totala antalet rektanglar S &r lika med:

i—1°

K
S=N(x—1)+ (N —zxg +1)H,, + Z](mz —xi—1)H,
i=2

Notera att H,, = min(H,, ,,y;) for i = 2 och H,, = y1, sa alla anvénda H-
virden i summan gar att berdkna med dp pa O(K). Varje term gar sedan att
berikna pa O(1), och ddrmed gar S att berdkna pa O(K) tid totalt. (Notera
att N &r begrinsad, sa aritmetiska operationer gar pa konstant tid.)

Detta l6ser problemet fullstédndigt. O

2 Trad-DP

Problem 2. Du far givet ett trdid med N noder numererade fran 1 till N.
Du vill hitta en ordning pa noderna aq,as,...,ay, dir a; = 1 och ay = N,
och avstandet mellan a; och a;,1 &r som mest 2 for alla ¢ = 1,2,..., N — 1.
Avstandet mellan tva noder &r antalet kanter du besoker for att ta dig fran
den ena till den andra. Om en sadan ordning finns ska du hitta vilken som
helst. Annars ska du rapportera att det inte finns nagon ordning som uppfyller
kriteriet.

Om inte specifierat géller det att N < 108 for alla deluppgifter.
Deluppgift 2.1 (2 poéang). Graden pa varje nod ar < 3.
Deluppgift 2.2 (3 poéng). N < 1000.
Deluppgift 2.3 (5 poéang). Inga ytterligare begransningar.

Lésning Problem 2. Foljande 16sning &r O(N), eller rimligtvis O(N log N) om
man dr lat i sin implementering nagonstans.

Lat B vara en fullstandig sekvens av noder by, ..., by sa att kanten {b;, b1}
alltid finns i tréden for alla i. Dessutom maste bi(= a1) och by (= an) vara
'markerade’ element av sekvensen B. Om b; = a; &r ett markerat element maste
antingen b;41 eller b; o ocksa vara markerade (och lika med a;41) (forutom om
i=M < j=N). Slutligen existerar det ett unikt ¢ for varje j sa att b; = a;
och b; ar markerat. Vi noterar att problemet ar ekvivalent med att hitta en
sadan fullstdndig sekvens B, eller avgora att en sadan sekvens inte existerar.
Lat A = (aq,...,ay) vara dess naturligt tillhérande permutation av markerade
noder.

Om N =1 och a; = an gar problemet att 16sa triviellt. Hidanefter kommer
vi darfor anta att a1 # ay <= N > 1.

Beteckna vagen fran a; till ay med p. Betrakta att 'rota tradet i p’, vilket
kommer innebéra att vi riktar varje kant i tradet som inte &r pa p i riktningen
bort fran p. Nedan foljer ett lemma, som jag inte kommer att bevisa (hehe...):

e Varje kant ¢ ¢ p i tridet kommer att anvindas exakt tva ganger i en
fullsténdig sekvens B, om en sadan existerar.



For varje nod v ¢ p i tradet kan vi berdkna dp[v]; om det dr mojligt att
anvinda kanten (p[v], v), markera alla noder i subtrdden av v, och sedan ldamna
med kanten (v, p[v]) (dar p[v] &ar fordldern av v i det 'rotade’ tradet), med lite
olika variationer:

i. v ar ett 1ov,

ii. det gar att markera alla noder i subtradet av v genom att fran p[v] hoppa
over v i A pa vagen in och sluta pa v pa vagen ut,

iii. det gar att markera alla noder i subtrddet av v genom att markera v pa
véagen in och hoppa 6ver v i A till p[v] pa végen ut,

Notera att ii. och iii. &r ekvivalenta. Notera dven att det inte gar att
markera alla noder i subtridet av v (inlkusive v sjélvt) genom att hoppa éver v
i A bade pa vigen in och ut, eftersom man da markerar p[v] tva ganger.

Det foljer att v kan ha som mest ett barn u som inte bara ar 16v, eftersom
annars kommer v eller p[v] behéva markeras tva ganger. Darfor har dp:n som
berdknar dp[v] for alla v endast foljande ’rekursionsformler’:

e Om v &r ett 16v dr det uppenbart att i. &r mojligt,

e Om v bara har barn som &r 16v kommer f6ljande sekvens av drag uppfylla
ii.: plv] — 16v> — v,

e Om v har exakt ett barn u vars subtrad inte ar ett 16v kommer foljande
sekvens av drag uppfylla ii.: p[v] — (16v° —) u — v, dér vi slinger in
att bestka alla 16v-barn av w. Vi kréver da saklar saklart att dp[u] har ii.
som mojligt tillstand, annars gar det inte,

e Om v har tva eller fler barn vars subtrad inte ar ett 16v ar ingendera av
dp-tillstanden nabara.

Nér vi berdknar dessa dp-tillstand gar det séklart att spara hur v och p[v]
ska ga till v’s olika barn for att kunna markera v’s subtrdd. Da gar A att
aterskapa om vi mot slutet avgor att en fullstindig sekvens B existerar.

Vi kommer nu dela in noderna a; = z1,22,...,24 = an ldngs p (ordnade
hér i den naturliga ordningen) i fyra kategorier:

—_

x; har inga barn i det 'rotade’ tradet,

2. x; har endast 16v som barn i det 'rotade’ tradet,

3. x; har exakt ett barn som inte ar ett 16v i det 'rotade’ tradet,
4. x; har exakt tva barn som inte dr 16v i det 'rotade’ tradet.

Notera att om en nod x; pa p har fler 4n tva barn som inte ar 16v existerar
det ingen fullsténdig sekvens B (bevis lamnas till ldsaren).

Nu &r vi redo for nésta dp, for sdtten som vi kan markera noderna langs p,
och deras barn-subtrid. Foljande lemma kommer att leda oss till att notera att
det endast finns O(N) (relevanta) dp-tillstand:



e Betrakta den markerade noden x, med maximalt x under en ’tidpunkt’
i utférandet av en fullstdndig sekvens B. Da maste alla noder x; langs p
med 7 < x — 2, och alla deras barn, redan vara markerade.

Vi kommer nu lista ett antal tillstand noderna x; kan vara i. Denna lista ar
egentligen inte fullstdndig, men det kan visas att om det existerar en fullsitndig
sekvens B sa existerar det aven en sadan dir noderna xz; bara antar dessa
tillstand:

(a) Av typ 1, och noden &r omarkerad,
(b) Av typ 1, och noden &r markerad,
)

¢) Av typ 2, och noden ar omarkerad, och barnen adr omarkerade,

(
(d) Av typ 2, och noden dr omarkerad, och alla barn dr markerade,
(e) Av typ 2, och noden ar markerad, och alla barn ar omarkerade,
(f) Av typ 2, och noden &r markerad, och alla barn ar markerade,
(g) Av typ 3, och noden ar omarkerad, och alla barn &r omarkerade,
(h) Av typ 3, och noden &r markerad, och alla barn ar omarkerade,
(i)
(j) Av typ 4, och noden ar omarkerad, och alla barn &r omarkerade,
)

(k

Av typ 3, och noden ar markerad, och alla barn &r markerade,

Av typ 4, och noden &r markerad, och alla barn ar markerade.

Vi kallar tillsanden (b), (f), (i) och (k) fardiga. Vi kommer nu beskriva alla
mojliga séitt att komma till varje tillstand for noderna. Ett dp-tillstand &r en
sekvens av lingd ¢ med nod-tillstandet av varje nod x; pa p, samt vilken nod
som A &ar vid 'nu’. Enligt lemmat ovan, och beskrivningen av nod-tillstanden
ovan, foljer det att det endast finns O(NN) dp-tillstand.

(a) Noder av typ 1 bérjar i detta tillstand,

(b) Noden é&ri tillstand (a), och hoppas till fran nagon annan nod pa avstand
som mest 2 langs med p,

(¢) Noder av typ 2 borjar i detta tillstand,
(d) Noden z; ar i tillstand (c¢), och vi gor ett drag mellan x;_; och 211,

(e) Noden éar i tillstand (c), och vi gor ett drag till denna nod fran en annan
nod pa avstand som mest 2 ldngs med p,

(f) Noden ér i tillstand (c), och hoppas till fran nagon annan nod pa avstand
1. Eller, noden é&r i tillstdnd (e) och vi hoppar fran denna nod till en
annan nod pa avstand 1. Eller, noden &r i tillstand (d) och vi hoppar
till denna nod fran en nod pa avstand som mest 2.



(g) Noder av typ 3 borjar i detta tillstand.

(h) Noden &r i tillstand (g), och hoppas till fran en nod pa avstand som
mest 2 langs med p,

(i) Noden ér i tillstand (h), och vi gar till en nod pa avstand 1. Eller, noden
ar 1 tillstdnd (g) och vi hoppar till noden fran en nod pa avstand 1 ldngs
med p,

(j) Noder av typ 4 borjar i detta tillstand.

(k) Noden ér i tillstand (j), och vi gar till denna nod fran en nod pa avstand
1, och gar fran denna nod till en nod pa avstand 1.

Néar vi sdger att vi hoppar, eller gar, till noder pa p sa menar vi att vi
markerar dem. Alltsa, de blir nésta noden i A ldngs med p, samtidigt som vi
implicit besoker lite noder i B som inte visas, och noder i A som inte ar pa p.

Nagon som inte ndmns i denna lista—men som &r imperativt—ar att nar det
star i texten ovan att ett drag pa avstand 1 gors (eller nér tillstandsforandringen
till (d) sker), s& kan inte nagon annan tillstandsforandrig ske som kréver att
draget har avstand 1, vid den (/de) andra noden (/-erna) som hoppas till/fran.
Detta &r eftersom dessa fordndringar omfattar att det gors ett drag fran en nod
i subtrddet av en nod x; langs p till en av dess grannar z;_; eller z; 1, eller fran
grannarna direkt till subtradet.

La.f, det &r klart att detta tillater en O(N) algoritm for att kolla om en
fullstdndig sekvens B existerar. Om alla nabara tillstand i dp:n &ven sparar ett
tillstand de kan nas fran, kan vi sedan aterskapa B, och ddrmed dven A, pa
O(N). Dérmed &r vi fardiga. O

3 Dynamic connectivity

Problem 3. Du far givet en oriktad graf med N noder och M kanter. Det finns
som mest en kant mellan varje par av noder. Varje kant ar unikt numererad
mellan 1 och M. For att resa i grafen maste du kdpa en biljett. Varje biljett
beskrivs av tva heltal 1 < i < j < M, vilket innebér att du far fiardas lings
med alla kanter med vars nummer &k uppfyller i < k < j. Det finns en biljett for
varje par av 4, j diar 1 <i < j < M, vars kostnad ar j — 4. Du far nu @ stycken
fragor. For varje fraga far du givet tva noder A och B, och du ska svara med
priset av den billigaste biljetten som later dig fardas fran A till B, eller avgora
att en sadan biljett ej existerar.

Om inte specifierat giller det att N, M < 5-10* och Q < 1000 for alla
deluppgifter.

Deluppgift 3.1 (1 poéang). M < 50.
Deluppgift 3.2 (1 poéng). M < 400.
Deluppgift 3.3 (1 poang). M < 1000.



Deluppgift 3.4 (1 poéng). M < 5000.

Deluppgift 3.5 (1 poéang). M, Q < 7000.

Deluppgift 3.6 (1 poang). M < 10000.

Deluppgift 3.7 (1 poéng). N < 1000.

Deluppgift 3.8 (3 poéang). Inga ytterligare begransningar.

Lésning Problem 8. Foljande O(Q(M +N)+ M min{N, M }a(N +M)) algoritm
16ser problemet for deluppgifter 1-7. Hér &r « inversen av Ackermannfunktio-
nen.

Algoritmen kommer att fixera ¢ och hitta j sa att kostanden av biljett (4, 5)
som later dig fardas mellan A, och B, &r minimal, for varje fraga 1 < ¢ < Q.

Iterera igenom 4 fran M till 1. Iterera sedan igenom j fran ¢ till "M’ och
lagg successivt till kanten j till féljande datastruktur. Varje nod haller koll
pa vilken sammanhéngande komponent den ar med i1 grafen av kanterna [, j]
genom union-find. Nar kanten j ska laggas till kollar vi férst om noderna kanten
forbinder redan dr i samma komponent pa O(a(N + M)). Det betyder att det
finns en vig av kanter (eq,...,e;) med i < eq,...,e, < j som forbinder noderna
som kant j gar mellan. Da kan vi slinga bort kant j for alla ¢’ < i. Annars lagger
vi till kant j till union-find:en pa O(a(N + M)), alltsa vi merge:ar noderna som
kant j forbinder. Notera att grafen G; ; av kanter som vi behallit i detta steget
bildar en skog. Om j = i svarar vi pa alla fragor ¢ med edge[i] = (4;, B;). Om
kanten j forbinder tva komponenter dir den ena har kant ¢ sa gar vi igenom alla
noder i den av de tva komponenterna som inte redan inneholl 4: Vi kan da svara
pa att det minsta j":et sa att (¢,j’) dr en biljett som det gar att resa mellan A,
och B, pa ér j' = j, for alla fragor ¢ som har &ndpunkt i en av noderna som
kanten i gar mellan, och andra &ndpunkt i en av noderna i komponenten som
nu merge:as som inte innehdll kanten i. (Hur detta har formulerats for att det
funkar for j = ¢ ocksa.)

Jag havdar att algoritmen kor pa O(Q(M + N) + M min{N, M}a(N + M)).
Notera att nar en kant j betraktas kommer den antingen laggas till: G;; =
Gl j, + edge[i], eller sa kommer kanten j tas bort och aldrig betraktas mer for
nagot i’ < i. Varje kant slangs bort for evigt som mest 1 gang, sa detta redogor
for en tidskomplexitet av O(Ma(N + M)) totalt. Samtidigt kommer G; pr
ha som mest min{N — i, M} = O(min{N, M}) kanter tillagda i sig for varje
iteration med fixerat ¢, vilket ger en tidskomplexitet pa O(M min{N, M }a(N +
M)) totalt. Varje fraga kommer att uppdateras pa O(1) som mest en gang per
iteration for fixerat i, vilket ger en tidskomplextet pa O(MQ) totalt. Dessutom
betraktar vi i varje iteration med fixerat ¢ som mest min{N, M + 1} noder som
mojligen kan ha en fraga som gar mellan den noder och en av noderna som
angransar till kant ¢: vilket ger som mest 2min{N, M + 1} kollar om det finns
en viss fraga for varje iteration med fixerat i, eller O(M min{N, M}) totalt. I
borjan av programmet gar vi igenom varje av de N noderna och lagger till i en
hash-map alla noder som bildar ett par sa att det finns en fraga som efterfragar
minsta kostanden for en biljett som kan ta sig mellan det paret noder, vilket



kan goras pa O(NQ). Det tillater ocksa att vi kollar om en nod har en fraga
till de tva noderna som kant ¢ forbinder pa O(1).

Om tva fragor har att {A,,, By, } = {Aq,, By, } kan vi merge:a dem i bérjan.
Om en fraga har A, = B, &r svaret 0 for den fragan, och den behover inte
betraktas av algoritmen.

Att sldnga bort kanter j kan giras genom att spara kanterna i en ldnkad
lista som itereras igenom fOr varje iteration dar ¢ &ar fixerat. Ovan ar da js
indexet av kanten fore j i listan (om en sadan finns, annars dr G, j, den tomma
grafen pa de N noderna. Notera att &ven om graferna G har N noder kan den
aterstallas pa O(M) efter varje iteration av fixerat i. Eller sa kan de aterstéllas
pa O(N) genom att konstruera en ny tom graf. Dérmed tar det O(min{N, M})
att konstruera den tomma grafen G i borjan av varje iteration med fixerat .
Samma sak med union-find:en.) Ovan ar M’ antalet kanter som &r kvar i den
lankade listan vid det relevanta tillfllet. O

Ytterligare losning Problem 3. Foljande O(QM log N) algoritm loser deluppgift
8.

Pastaende 3.1. Dynamic connectivity i en oriktad graf ddr ordningen av delete-
operationerna ar kand pa forhand gar att losa pa O(ElogV) tid, dir E dr an-
talet operationer: ldgg till/ta bort en kant eller kolla om tva noder dr connected,
och V' ar antalet noder, givet att V = O(E).

For alla fragor dar den ena noden inte har nagon kant vid sig kan vi besvara
dessa separat. Om A, = B, sa kostar den billigaste biljetten 0. Annars sa
finns det ingen mojlig bijett for denna fragan. Héadanefter kan vi darfor anta
att N = O(M) nér vi svarar pa de resterande fragorna.

Notera att om en biljett (¢,7) kan ta en mellan A, och B, sa kommer alla
biljetter (¢, j') med i’ <14 och j < j’ ocksa kunna ta en mellan A, och B,. Lat
fq(3) vara det minsta talet sa att biljetten (¢, fy(7)) kan ta en mellan A, och
By,. (Om det inte existerar ett sadant tal later vi f,(¢) = o0.) Notera att svaret
for en fraga ¢ kommer att vara: ming<;<m{f(¢) — i} (Notera att detta &r sant
dven da A, = By), forutom om denna kvantitet blir co, vilket betyder att det
inte finns nagon biljett som kan ta en mellan A, och B,.

Fran Pastaende 3.1 {6ljer da att vi kan besvara varje fraga pa O(M log N)
tid—vilket ger en total tidskomplexitet av O(QM log N)—pa foljande sitt. Be-
trakta den givna grafen pa N noder, och forbered att ta bort kanterna i ordning
av index fran 1 till M. Borja med ingen kant tillagd. For varje i fran 1 till
M, lagg till kanten j med minsta index j > ¢ som inte redan finns i grafen,
tills det gar att ta sig mellan A, och B, (eller till alla kanter > ¢ &r tillagda).
D& kommer fq(i) = j (eller f,(¢) = o0 om A, och B, inte kan na varandra.).
Sedan tar vi bort kant 4 (som alltid kommer att finnas) och gar vidare till nésta
iteration dér ¢ har 6kat med ett. Notera att eftersom f,(i) < f (i + 1), enligt
disskussionen ovan, kommer detta alltid att ge rétt vérden pa f,, och ddrmed
ratt svar for fraga q.



Bevis Pastdende 3.1. Enligt Wikipedia! gér detta att gora med ett link/cut
trad pa den givna tidskomplexiteten.

Nagra fordndringar man maste gora till den vanliga implementationen av
link/cut trad &r foljande:

e Vi kommer att anvdnda splay triaden for att hitta kanten med minst index
laings med en preferred path i link/cut tridet. Da maste varje nod i
splay trédet halla reda pa kanten under och kanten Over sig ldngs med
preferred-path:en (om en sadan finns), och dess index, och minimum &ver
alla kanter i sitt subtrad i splay-tradet. Detta kan enkelt uppdateras nar
vi gor zig- och zag-rotationer eller merge:ar eller split:ar splay trad. Vi
kommer dven behtva uppdatera detta nar vi reverse:ar splay-tréadet, vilket
inte gar riktigt for edge-cases, alltsa for bada noderna i borjan och slutet av
den foredragna vigen. Det gar ndr vi merge:ar och split:ar eftersom edge-
cases noderna blir rotterna i splay-traden, vars virden KAN modifieras.

e Den enda gangen vi kommer reverse:a ett splay trad ar nér vi vill hitta
den minsta kanten pa véigen mellan a och b. Forst gor vi a till roten
i dess link/cut trad. Detta gors genom att kora access pa a. Sedan
gor vi a till roten av link/cut tradet genom att reverse:a dess splay-trad.
Detta kommer paverka tidskomplexiteten, men det gar att bevisa att det
som mest bildas O(log N) tunga, oféredragna (unpreferred), kanter, sa
tidskomplexitetsanalysen? blir den samma. Efter att a har blivit roten
kan vi kora varianter av access pa a, och sedan pa b, som tar hand om
specialfallen som hander efter reverse:andet av splaytradet. Sedan kan vi
query:a den minsta kanten i den foredragna vigen fran roten (a) till b
(genom att query:a b’s splay-trad, som vid denna tidpunkt representerar
den foredragna vigen fran a till b, eftersom vi just anropade access(b)).

Tilldela varje kant i grafen G en vikt lika med ordningen den kommer tas
bort i. Sa den forsta kanten som tas bort har vikt 1, den andra 2, osv. och den
sista kanter har vikt som mest E. Vi vill uppritthalla en maximalt spannande
skog i G, dér varje trad representeras av ett link/cut trad. Att ta bort en kant
fran G &r enkelt. Om kanten inte ldngre finns i link/cut trdden sa gor vi inget.
Om kanten finns sa tar vi bort den. For att ldgga till en kant (u,v) i G kollar
vi forst om w och v dr sammanhdngande. Om de inte ar det kan vi anropa
link(u, v) pa u och v. Annars maste vi ta bort den minsta kanten pa path:en
fran w till v i deras link/cut tree. Denna kan hittas (och sedan cut:as) enligt
disskussionen ovan.

Da kan vi lagga till kanter och query:a om tva noder dr sammanhéngande
online. Varje operation tar som mest O(log N) amortized, enligt Wikipedia®
och disskussionen ovan. O

Déarmed har vi visat Pastaende 3.1 vilket betyder att algoritmen lGser
problemet fullstdndigt, med en tidskomplexitet pa O(QM log N). O

1
2
3

en.wikipedia.org/wiki/Dynamic_connectivity#0ffline_dynamic_connectivity
en.wikipedia.org/wiki/Link/cut_tree#0(log_2_n)_upper_bound
en.wikipedia.org/wiki/Link/cut_tree#Improving_to_0(log_n)_upper_bound


en.wikipedia.org/wiki/Dynamic_connectivity#Offline_dynamic_connectivity
en.wikipedia.org/wiki/Link/cut_tree#O(log_2_n)_upper_bound
en.wikipedia.org/wiki/Link/cut_tree#Improving_to_O(log_n)_upper_bound

4 Cykler / Probabilistisk

Problem 4. Du far givet en sammanhéngande, oriktad graf med N noder och
M kanter. Det finns som mest en kant mellan varje par av noder. Ditt mal ar att
hitta en delméngd kanter som utgor en fisk-delgraf. Detta innebér att om du tar
bort alla kanter forutom de valda, och sedan tar bort de resulterande noderna
med grad 0, sa dr den kvarvarande komponenten isomorfisk med fiskgrafen (se
Figur 1). En given graf ar isomorfisk med fisk-delgrafen om man kan dndra
nodernas index sa att grafen blir exakt likadan som fiskgrafen.

Figur 1: Fiskgrafen

Om inte specifierat giller det att N - M < 10° for alla deluppgifter.
Deluppgift 4.1 (1 poéng). M < 16.

Deluppgift 4.2 (1 podng). Grafen &r en kaktus. Detta innebér att varje par av
cykler (dér alla noder dr unika) har som mest en nod gemensamt.

Deluppgift 4.3 (1 poédng). M < N + 10.
Deluppgift 4.4 (7 poéng). Inga ytterligare begransningar.

Lésning Problem /4. Foljande O(N M) losning ar probabilistisk. Om det finns
en fiskgraf hittar 16sning en siddan med sannolikhet > 1536=! = 279 . 371
(oberoende av N och M), och om det inte finns en fiskgraf hittar 16sningen inte
nagon sadan. Dérmed, om l0sningen upprepas % < 32000 ganger,
eller tills en fiskgraf hittas, sa kommer 16sningen ge korrekt svar med en sanno-
likhet pa > 1 — 1077,

Lat G vara den givna grafen. Losningen itererar igenom varje nod u, och
gor foljande pa O(M):

Varje nod i G\{u} tilldelas slumpmaéssigt en av tva farger: rod eller bla, samt
ett (unikt) tal mellan 2 och M Lat R vara den inducerade subgrafen av G pa
alla roda noder, plus u, dar alla kanter ar riktade sa att de gar fran en nod men
lagre tal till en nod med hogre tal. Om en av noderna som kanten forbinder &r
u valjs en riktning slumpmassigt. Definera B symmetriskt for de blaa noderna.

Pastaende 4.1. Om det finns distinkta bla noder bs,bg € V(B)\{u}, och dis-
tinkta réda noder r1,re, 14 € R\{u}, sd att de riktade kanterna

(u, b5), (b5,b6), (b@,u), (’U,, 7‘2), (TQ,’/‘l), (’/‘1,7’4), (’/‘4,1,6)



finns i BU R sa kommer féljande algoritm hitta en riktad fiskgraf (se Figur 2
nedan) i BU R.

Figur 2: En riktad fiskgraf i B u R.

Fran Pastaende 4.1 foljer det att algoritmen kommer hitta en specifik
fiskgraf med sannolikhet 275 -272.671.272 = 279 .37, Varje fiskgraf har att
dess noder och kanter kan farglaggas och riktas pa 2 sétt sa att den blir en riktad
fiskgraf. Att alla noder far ritt firg har sannolikhet 27°. Vardera av kanterna
(vs,v5), (vs, v6), (v, v3) &r uniformt slumpmaéssigt riktade, sa sannolikheten att
de bildar en 3-cykel dr 272, Vidare har kanterna (vs, v2), (ve, v1), (v1,v4), (v4,v3)
en sannolikhet pa 6~1-272 att bilda en 4-cykel, eftersom kanterna (v, v3), (v3, v2)
riktas uniformt slumpmassigt, och sannolikheten att talen som tilldelas 7o, 71, 74
far kanterna (rq,r1), (r1,74) att riktas sa att (u, 79, r1,74) blir en riktad 4-cykel
ar (3~ =271.37%

Nu ar det dags att beskriva algoritmen och visa Pastaende 4.1.

Beivs Pastaende 4.1. Notera att B\{u} och R\{u} d&r DAG:er. Att det finns
en riktad fiskgraf i B U R &r ekvivalent med att det finns en 3-cykel i B och en
4-cykel i R. Dessa villkor kan kollas separat.

For att kolla om det finns en c-cykel i en graf H dér H\{w} 4r en DAG kan
man anvéinda f6ljande O(c(|E(H]) + [V (H]))) algoritm. Numerera noderna i H
fran 1 till |V (H)|. Ha ett bitset dér bit:en f6r w &r pa och alla andra &r av. I ¢
iterationer; skapa ett nytt bitset genom att iterera igenom noderna i ‘H och sla
pa alla noder som kan nas av en nod som &r pa i forra iterationens bitset. Om
det inte &r sista iterationen, sla av biten for w i det nya bitsetet. Om det efter
c iterationer ar sa att biten for w &r pa sa finns det en c-cykel i H. Varje nod
kan for varje iteration dér den var pa i bitsetet spara vilken nod som slog pa
den, sa kan c-cykeln enkelt aterkonstrueras.

Da kan vi hitta om det finns en 3-cykel i B och en 4-cykel i R pa tid:
3JEMB)+|V(B)) +4(|E(R)| + |[V(R)|) < TN + 7M = O(M), och konstruera
dem om de finns. Dérmed vi dven hitta om det finns, och konstruera i sa fall,
en riktad fiskgraf i B u R pa O(M). O

Darmed ar Pasteande 4.1 bevisat. Darmed kommer var algoritm for varje
iterationsomgang genom alla u:n hitta en riktad fiskgraf, om det finns nagon
fiskgraf i G, med sannolikhet > 272 .37 = 1536~!. Dirmed kommer < 32000
iterationer av algoritmen att hitta en fiskgraf, om det finns nagon, med sanno-
likhet > 1 — 1072 pd O(NM).
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Detta l6ser problemet fullstdndigt.
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